Factorisation QR

I. Factorisation QR
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Calcul de valeurs propres
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Algorithmes
a. Calcul du vecteur de House
fonction [v, B] = vecteurDeHouse(x)

norm_x = x’*x

V=X % v=x+ae

v(1) = v(1) + + Vhorm_x

B =2 v(1)* / (norm_x + v(1)* - x(1)*)
v = v/v(lD)

c. Transformation d’'une matrice

fonction [A, B] = House_matrice(A)

A=(H;..H,) R = QR
Q

b. Produit House-vecteur
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Hx=\l——-v |x=x———vx v
vy vy —
[

fonction x = House_vecteur(x, v, B)

v’ o* X

w
X=X-p8%*w?*yv

% calcul des produits House-vecteur

[v, B] = vecteurDeHouse(A(:,1)) % calcul du vecteur de House
pour j =1 ap faire

AC:,J) = House_vecteur(A(:,3), v, B)
finpour

AC2:end,1) = v(2:end)
d. Factorisation QR
fonction A = qr(A)

pour j =1 a p faire

[A(G:n, j:p), B] = House_matrice(A)
finpour
% A contient R et les vecteurs v

% stockage

de v (sauf v(1) = 1)
e. Calcul Qb
fonction b = Qb(A, b)
pour j =1 ap faire
% initialisation v
v(j) = 1; v(j+1l:n) = A(j+1:n,3)
b(j:n) = b(G:n) - B; * v * v’ * b(j:n)
finpour

II. Les moindres carrés pour résoudre Bx = d

min ||Bx — d||? = xTAx —2x"b & [V, J(x) =24x—2b=0| ©[Ax=b] A=B"B b=B"d
x

J(x)

Formules de gradient: V,(xTa)=a V,(xTAx) = Ax + ATx

Utilisation de QR

B=QR A=R"R & Ax—-b=R"(Rx-(Q"d)=0 & |x=R"1Q"d

fonction x = moindres_carres_chol(B, d)

A = B’*B B =A’*d L = cholCA)
y = tri_inf(L, b) x = tri_sup(L’, y)

fonction x = moindres_carres_qr(B, d)

RetV = qr(B) c = gr_b(RetV)
x = tri_sup(RetV, c)

I. Valeurs propres II. Valeurs singulieres
AERPP 5 L, €C v eC? BER™ - p,eR u, €ER?P v; ERP
Av; = v, Bv; = pu; BTy =
AV =VD B =UDVT
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T VUTAVV _ zl]vxﬁfz ST A A=BTB = (u?,v;)val etvect. p.de A
sillvl*=1 III. Matrice carrée symétrique définie
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Apv) ERXRP A4y =2,=20 vfy=1
conv® conv®

vivj=0 VTV =1 (basedeR")

Ri=4z€C| |Z—aii|52|aij|
j#i
cercles de Gershgorin : contiennent tous les A

IV. Méthode de la puissance itérée

Az®

(k+1) — 77
‘ Taz]

A® = A — v o]

l[4z®) - 12,1 28 o« vy
koo k—eo Déflation : vp suivante

fonction [Z, D] = PuissanceltereeMult(A, Z)
tant que (nhon conv) faire

fonction [z, 1] = Puissancelteree(A, z)
tant que (non conv) faire

z = Az Z=AZ

z = z/||z|| Z = orthogonalise(Z) [Z R] = qr(2D
fintantque fintantque
A =2Az D=2Az

V. Calcul de valeurs propres avec QR

Zy = AQy e .
{(Qk+1rRk+1) = qr(Zy) Tie = QuAQx > D

T = QFAQx = QF Q41 Rir1 = Q,((ZJr)leH On a une suite de T}, calculable via QR

Ters = Qhr14Qus = RO pasbesainde Zi I
fonction [Z, D] = Ite_QR(CA) fonction [Z, D] = Ite_QR_tridiag(A) Hy
T = QAQ, T = tri_diag(A) _ H,
tant que (non conv) faire tant que (non con\_/) faire
[Q R] = qr(T [Q R] = gr_tri(T)
T=RQ fi tTiRQ 11 ik
; intantque
fintantque q PN R
Tridiagonalisation AW = gTA®-D g,
nkl nn
fonction A = tri_diag (A)
pour k = 1 a n-2 faire
[v, B] = vecteurDeHouse(A(Ck+1:n,k)) % x = Agn 11 fak
p=p* ACk+l:n,k+1:n) * v % p=PBAmv A, | KLlkkl kn
T
w=p-(@@B*V *p/2)*v %w=p—?v nd nn
T
ACk+1,K) = ACk,k+1) = [ACk+1:n,k) | % A% = 40" = _qe,

ACk+1:n,k+l:n) = ACk+L:in,k+l:n) — v*w’ — whv’ % AY = HT A He = Ay —ow” — woT
finpour



Méthodes itératives

Outils mathématiques

I. Les méthodes itératives

Cherche solution de Ax = b avec (x(k))keN - X Ax = b & Y1 Ayx; + AyXy + X1 Ayx; = b,
fonction x = iterative (A, ite_max, epsilon, x [, w])

tant que (non conv) faire Tier < Miger,,, et [[x®D —x®||>e ou [J4Ax® —b| > e

pour i =1 a n faire Forme matricielle
) bi—E};llAijxj—Z?=i+1 Ajjxj (A=D+U+1L)
S y@id =
S Aji
S finpour
™ pour i =1 an faire x = D\(b = (L + U)X
x(1) = y(i)
finpour
T pouri=1an faire
9 i-1 n
= bi-Yit Apix =Y Ajixi
G ox(y - —2 S S g x = (@ + L\ - Ux)
3 Aj;
& finpour

S pouri=1an faire

5 bi—siz Ay =5 4 Ayx x = (D + wD\((1-0)D - wl)x +
S . i =14 Xj j=i = - -

% x(1) = w y + (1-w)x wb)

~ finpour

fintantque

Notations matricielle des méthodes

Mx®D = Nx® + p o x®+D) = MINx® + M~ o %D = cx® + 4

c d

II. Condition suffisante de convergence

e+ — (k+1) _ 5 — C(x(k) — 2) = CZ(x(k—l) - 2) =Ckl(xy— %)

X=Cx+d
par def
[le®* ] = [lc*** (xo = D)xo — || < llco — Z JICI*+

-07?

e Lasuite de vecteurs converge si il existe une norme telle que ||C|| < 1.
e Si A estadiagonale dominante, Jacobi et Gauss-Seidel convergent
¢ Si A est symétrique définie positive, la relaxation converge pour 0 < w < 2

III. Conditionnement et stabilité
Ax+8)=(b+8,) = A8, =8, = &,=A"15,

6N _
llxll —

I8 14l

cond(A) = bon si proche de 1, mauvais si > 1
bl @ =30

< JlATHAN =5
cond(A)

IV. Méthode du gradient

1
Ax=bh & mxinExTAx —bTx  x*D=x® 4 pd  d=—-Ax—-b) p=-—

direction de descente

dTAd

pas de descente

A symétrique

A adiag. dominante & Vi |4;|> ZAL-]- P . {
A définie positive & vx#0, xTAx>0

=
J#i

I. Normes vectorielles
f(x)norme & f(x) =0etVxetf(x) =0six=0

no\p FOX) = [A1F ()
lell, = (ZW) fG+y) S f@+f)
=1 1L, < el liyll, avee %% -1

II. Norme matricielles de type vectorielle : Frobenius

4Nz = ZZ c2|  Pas sous-multiplicative ([l4B|| % [l4IllIBII)
i

IIIl. Norme matricielle d’opérateur

Al = max )]y
i

lkAll = [kINIAll

dT(Ax® —b)

IIAXII
1Al = P 1]l = miaXZ|Aij| 1A+ Bl < llAll + 1IBI|
7 1ABI < llAlllIBI
[1Allz = max\/_ 1Al 1Al
Rappels

I. Factorisation LU

a a y = T el
Mpy o MA=U <} = (0, )0, Lk L") My =1—tel Lig=1+teef el =1+ Tex T,

M=L"1 k fois Ak ke k<k'

II. Factorisation LDM
A=LV=LMOD YW =LD (DY) = LDM [LA:j, 1 )v=AQ1:, )] v=V(:)))
M

Dii=Vii

DG, ) = v(j) M(i,j)=Dv((ii)L,) LG+ 1:n,)) = (AG + 1, ) = LG + Lin,:j — Do(1:j — 1) /v()]

LDLT ‘U(l) =D(i, )L, 1) [v() = AG.) - LG, 1:j — Dv(:j — 1]

1<i<j

= - T
III. Factorisation de Cholesky : 4 = GG G
A définie positiveet A= LDLT = D;>0Vi=> A=GGT

G:tri.inf. unique

j-1 0
v = LG, DLG:n, j) = AG:n, ) — Z LG, LG, k)
k=1

= LG,H2=v() = |L(:nj) =v/v(D)




